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Óñëîâèÿ çàäà÷

8 êëàññ
8.1. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñåìü èç âîñüìè îòðåçêîâ, ñî-

åäèíÿþùèõ âåðøèíû ñ ñåðåäèíàìè ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòî-
ðîí, ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî âñå âîñåìü îòðåçêîâ ðàâíû.

(Í. Àãàõàíîâ)
Ðåøåíèå.

A

B C

D

K

L

M

N
Ðèñ. 1

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âîñüìîé îòðåçîê íå
ðàâåí îñòàëüíûì, è ýòî îòðåçîê CK, ãäå
ABCD � äàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, à
òî÷êè K, L, M , N � ñåðåäèíû ñòîðîí
AB, BC, CD, DA ñîîòâåòñòâåííî (ñì.
ðèñ. 1). Òîãäà â ðàâíîáåäðåííûõ òðå-
óãîëüíèêàõ ALD è BNC îòðåçîê LN
ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé, à ïîýòîìó è âûñîòîé. Äàëåå, ïðÿìî-
óãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ALN è BNL ðàâíû ïî ãèïîòåíóçå è
êàòåòó, îòñþäà AN = BL, çíà÷èò, ANLB � ïðÿìîóãîëüíèê.
Àíàëîãè÷íî, DNLC � ïðÿìîóãîëüíèê, è, çíà÷èò, ABCD �
ïðÿìîóãîëüíèê. Èç äîêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî ïðÿìîóãîëü-
íûå òðåóãîëüíèêè DKA è CKB ðàâíû ïî äâóì êàòåòàì, îò-
ñþäà CK = DK âîïðåêè íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Çàìå÷àíèå 1. Ìîæíî çàâåðøèòü ðåøåíèå ïî-äðóãîìó.
Ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî LN � ñåðåäèííûé ïåðïåí-
äèêóëÿð ê AD è BC, ÿñíî, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ñèììåòðè-
÷åí îòíîñèòåëüíî LN ; òîãäà âñå 8 ðàññìàòðèâàåìûõ îòðåç-
êîâ ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ñèììåòðè÷íûõ, è êîëè÷åñòâî ðàâ-
íûõ îòðåçêîâ äîëæíî áûòü ÷åòíî.

Çàìå÷àíèå 2. Èç óñëîâèÿ âûòåêàåò, ÷òî äàííûé ÷å-
òûðåõóãîëüíèê � êâàäðàò. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è ìîæíî óñè-
ëèòü: ðàâåíñòâî âñåõ âîñüìè îòðåçêîâ ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà
ïÿòè èç íèõ.

8.2. Ïåòÿ çàäóìàë íàòóðàëüíîå ÷èñëî è äëÿ êàæäîé ïàðû åãî
öèôð âûïèñàë íà äîñêó èõ ðàçíîñòü. Ïîñëå ýòîãî îí ñòåð
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íåêîòîðûå ðàçíîñòè, è íà äîñêå îñòàëèñü ÷èñëà 2, 0, 0, 7.
Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ìîã çàäóìàòü Ïåòÿ?

(Ì. Ìóðàøêèí)
Îòâåò. 11138.

×èñëî 11138 ìîãëî áûòü çàäóìàíî: 2 = 3− 1, 0 = 1− 1,
7 = 8− 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäóìàíî ÷èñëî N < 11138. Ïîñêîëü-
êó âûïèñàíû ðàçíîñòè 2 è 7, òî ðàçëè÷íûõ öèôð â ÷èñëå N
íå ìåíåå òðåõ. Òàê êàê âûïèñàíû äâà íóëÿ, òî ñðåäè öèôð
íàéäóòñÿ ëèáî òðè îäèíàêîâûõ, ëèáî äâå ïàðû ðàâíûõ. Òàê
êàê N < 11138, òî â ÷èñëå N ðîâíî ïÿòü öèôð, ñðåäè êî-
òîðûõ ðîâíî òðè ðàçëè÷íûå öèôðû, è ïåðâàÿ öèôðà ðàâ-
íà 1. Åñëè â çàïèñè N âñòðå÷àþòñÿ 0, 1 è a > 1, òî ñðåäè
ðàçíîñòåé öèôð âñòðå÷àþòñÿ ëèøü ÷èñëà 0, 1, a, a − 1, ÷òî
íåâîçìîæíî. Èíà÷å â çàïèñè N íåò íóëåé, è N = 111bc, ãäå
b = 2 èëè b = 3 (ò. ê. N < 11138). Òîãäà c > 1+7 = 8, îòêóäà
b 6= 3. Íî åñëè b = 2, òî ñðåäè ðàçíîñòåé öèôð âñòðå÷àþòñÿ
ëèøü ÷èñëà 0, 1, c− 1, c− 2. Ïðîòèâîðå÷èå.

8.3. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ïðîñòûå ÷èñëà p1, p2, . . . , p2007, ÷òî
p2
1 − 1 äåëèòñÿ íà p2, p2

2 − 1 äåëèòñÿ íà p3, . . . , p2
2007 − 1

äåëèòñÿ íà p1? (Â. Ñåíäåðîâ)
Îòâåò. Íå ñóùåñòâóþò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèå ÷èñëà ñóùåñòâóþò.
Ïóñòü îäíî èç ÷èñåë ðàâíî 2, ñêàæåì, p1 = 2. Òîãäà

ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî p2 = 3, p3 = 2, p4 = 3, p5 = 2,
. . . , p2007 = 2, p1 = 3 � ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü âñå ÷èñëà � íå÷åòíûå ïðîñòûå, è p1 � íàèáîëüøåå
èç íèõ. Ïóñòü p2007 = q 6 p1. Òîãäà q2−1 = 2 ·2 · q − 1

2 · q + 1
2 ,

ãäå âñå ñîìíîæèòåëè öåëûå è íå ïðåâîñõîäÿò q + 1
2 < q 6 p1.

Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî q2 − 1 äåëèòñÿ íà p1.
8.4. Íà øàõìàòíîé äîñêå ðàññòàâëåíû âî âñåõ êëåòêàõ 32 áåëûõ è

32 ÷åðíûõ ïåøêè. Ïåøêà ìîæåò áèòü ïåøêè ïðîòèâîïîëîæ-
íîãî öâåòà, äåëàÿ õîä ïî äèàãîíàëè íà îäíó êëåòêó è ñòàíî-
âÿñü íà ìåñòî âçÿòîé ïåøêè (áåëûå ïåøêè ìîãóò áèòü òîëüêî
âïðàâî-ââåðõ è âëåâî-ââåðõ, à ÷åðíûå � òîëüêî âëåâî-âíèç è
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âïðàâî-âíèç). Äðóãèì îáðàçîì ïåøêè õîäèòü íå ìîãóò. Êà-
êîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïåøåê ìîæåò îñòàòüñÿ íà äîñêå?

(È. Áîãäàíîâ)
Îòâåò. Äâå.

Çàìåòèì, ÷òî ïåøêà, ñòîÿâøàÿ íà ÷åðíîé êëåòêå, âñå
âðåìÿ áóäåò ïåðåìåùàòüñÿ òîëüêî ïî ÷åðíûì êëåòêàì. Òîãäà
ïîñëå êàæäîãî õîäà (ïî ÷åðíûì êëåòêàì) íà ÷åðíûõ êëåò-
êàõ âñåãäà áóäåò îñòàâàòüñÿ õîòÿ áû îäíà ïåøêà � òà, êî-
òîðàÿ äåëàëà õîä. Àíàëîãè÷íî, õîòÿ áû îäíà ïåøêà áóäåò
îñòàâàòüñÿ íà áåëûõ êëåòêàõ, è âñåãî îñòàíåòñÿ íå ìåíüøå
äâóõ ïåøåê.
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Ðèñ. 2
Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî, êàê ðàññòàâèòü ïåøêè íà ÷åðíûõ

êëåòêàõ è êàê õîäèòü èìè òàê, ÷òîáû îñòàëàñü òîëüêî îäíà.
Ðàññòàíîâêà è äåéñòâèÿ íà áåëûõ êëåòêàõ àíàëîãè÷íû.

8.5. Ñðåäè 11 âíåøíå îäèíàêîâûõ ìîíåò 10 íàñòîÿùèõ, âåñÿùèõ
ïî 20 ã, è îäíà ôàëüøèâàÿ, âåñÿùàÿ 21 ã. Èìåþòñÿ ÷àøå÷íûå
âåñû, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ â ðàâíîâåñèè, åñëè ãðóç íà ïðà-
âîé èõ ÷àøêå ðîâíî âäâîå òÿæåëåå, ÷åì íà ëåâîé. (Åñëè ãðóç
íà ïðàâîé ÷àøêå ìåíüøå, ÷åì óäâîåííûé ãðóç íà ëåâîé, òî
ïåðåâåøèâàåò ëåâàÿ ÷àøêà, åñëè áîëüøå, òî ïðàâàÿ.) Êàê çà
òðè âçâåøèâàíèÿ íà ýòèõ âåñàõ íàéòè ôàëüøèâóþ ìîíåòó?

(È. Ðóáàíîâ)
Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì îäèí èç âîçìîæíûõ àëãîðèòìîâ.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, êàê çà äâà âçâåøèâàíèÿ íàéòè ôàëü-
øèâóþ ìîíåòó ñðåäè ïÿòè, ÷åòûðå èç êîòîðûõ íàñòîÿùèå.
Ïîëîæèì íà ëåâóþ ÷àøêó îäíó ìîíåòó, à íà ïðàâóþ � äâå.
Åñëè ïåðåâåñèëà ëåâàÿ ÷àøêà, òî ôàëüøèâàÿ ìîíåòà íà íåé.
Åñëè ïåðåâåñèëà ïðàâàÿ ÷àøêà, òî ôàëüøèâàÿ ìîíåòà � îä-
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íà èç äâóõ íà ïðàâîé ÷àøêå; åñëè âåñû â ðàâíîâåñèè, ôàëü-
øèâàÿ ìîíåòà � îäíà èç äâóõ îñòàâøèõñÿ. Â ëþáîì ñëó÷àå
ó íàñ äâå �ïîäîçðåâàåìûõ� ìîíåòû, è èçâåñòíû òðè íàñòîÿ-
ùèõ. Ïîëîæèì íà ëåâóþ ÷àøó îäíó èç �ïîäîçðåâàåìûõ�, à
íà ïðàâóþ � äâå íàñòîÿùèõ. Åñëè ëåâàÿ ÷àøêà ïåðåâåñèëà,
òî ôàëüøèâàÿ ìîíåòà íà íåé; åñëè âåñû â ðàâíîâåñèè, òî
ôàëüøèâàÿ � îñòàâøàÿñÿ èç äâóõ �ïîäîçðåâàåìûõ�.

Ïóñòü òåïåðü ó íàñ 11 ìîíåò. Ïîëîæèì íà ïðàâóþ ÷àøêó
âåñîâ ëþáûå 4 èç íèõ, à íà ëåâóþ � ëþáûå äâå. Åñëè âåñû
â ðàâíîâåñèè, ôàëüøèâàÿ ìîíåòà � ñðåäè ïÿòè íå ëåæàùèõ
íà âåñàõ, è ìû íàõîäèì åå çà îñòàâøèåñÿ äâà âçâåøèâàíèÿ.
Åñëè ïåðåâåñèëà îäíà èç ÷àøåê � ôàëüøèâàÿ ìîíåòà íà íåé,
è ìû ñóçèëè êðóã �ïîäîçðåâàåìûõ� ìîíåò äî äâóõ èëè ÷åòû-
ðåõ. Äîáàâëÿÿ ê íèì ñîîòâåòñòâåííî òðè èëè îäíó ìîíåòó ñ
äðóãîé ÷àøêè, ñíîâà ñâîäèì çàäà÷ó ê ïîèñêó îäíîé ôàëü-
øèâîé ìîíåòû ñðåäè ïÿòè çà äâà âçâåøèâàíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå, çà òðè âçâåøèâàíèÿ íà òà-
êèõ âåñàõ ìîæíî âûÿâèòü ôàëüøèâóþ ìîíåòó äàæå èç 21.

8.6. Â íàòóðàëüíîì ÷èñëå A ïåðåñòàâèëè öèôðû, ïîëó÷èâ ÷èñëî
B. Èçâåñòíî, ÷òî A − B = 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸

N åäèíèö
. Íàéäèòå íàèìåíüøåå

âîçìîæíîå çíà÷åíèå N . (Í. Àãàõàíîâ)
Îòâåò. 9.

Êàê èçâåñòíî, ëþáîå ÷èñëî èìååò òîò æå îñòàòîê îò äå-
ëåíèÿ íà 9, ÷òî è åãî ñóììà öèôð. Ïîýòîìó ÷èñëà, ïîëó÷àå-
ìûå äðóã èç äðóãà ïåðåñòàíîâêîé öèôð, èìåþò îäèíàêîâûé
îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 9, ò. å. èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà 9. Ïî-
ýòîìó è ñóììà öèôð ðàçíîñòè, ðàâíàÿ N , äîëæíà äåëèòüñÿ
íà 9, îòêóäà N > 9.

Çíà÷åíèå N = 9 ïîëó÷àåòñÿ, íàïðèìåð, òàê:
9012345678− 8901234567 = 111111111.

8.7. Âíóòðè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC (AB = BC)
âûáðàíà òî÷êà M òàêèì îáðàçîì, ÷òî ∠AMC = 2∠ABC. Íà
îòðåçêå AM íàøëàñü òàêàÿ òî÷êà K, ÷òî ∠BKM = ∠ABC.
Äîêàæèòå, ÷òî BK = KM + MC. (Ñ. Áåðëîâ)
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Ðåøåíèå.

A C

B

K

L

M

Ðèñ. 3

Ïðîäëèì îòðåçîê CM äî ïåðåñå÷åíèÿ
ñ BK â òî÷êå L. Ïîñêîëüêó â òðå-
óãîëüíèêå âíåøíèé óãîë ðàâåí ñóì-
ìå äâóõ íåñìåæíûõ ñ íèì âíóòðåí-
íèõ, ∠KLM = ∠AMC − ∠BKM =
= 2∠ABC − ∠ABC = ∠ABC, îòêó-
äà MK = ML. Äàëåå, AB = BC,
∠LCB = ∠KLM −∠LBC = ∠ABC −
−∠KBC = ∠ABK, ∠BAK = ∠BKM −∠ABK = ∠KLM −
−∠BCL = ∠LBC; ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè ABK è BCL ðàâ-
íû. Çíà÷èò, BK = CL = CM + ML = CM + MK, ÷òî è
òðåáîâàëîñü.

8.8. Â êëàññå ó÷èòñÿ 15 ìàëü÷èêîâ è 15 äåâî÷åê. Â äåíü 8 ìàðòà
íåêîòîðûå ìàëü÷èêè ïîçâîíèëè íåêîòîðûì äåâî÷êàì è ïî-
çäðàâèëè èõ ñ ïðàçäíèêîì (íèêàêîé ìàëü÷èê íå çâîíèë îä-
íîé è òîé æå äåâî÷êå äâàæäû). Îêàçàëîñü, ÷òî äåòåé ìîæíî
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèòü íà 15 ïàð òàê, ÷òîáû â êàæ-
äîé ïàðå îêàçàëñÿ ìàëü÷èê ñ äåâî÷êîé, êîòîðîé îí çâîíèë.
Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî çâîíêîâ ìîãëî áûòü ñäåëàíî?

(Ñ. Áåðëîâ)
Îòâåò. 120.

Îáîçíà÷èì ìàëü÷èêîâ M1,M2, . . . ,M15, à äåâî÷åê �
D1, D2, . . . , D15 òàê, ÷òîáû M1 � D1, M2 � D2, . . . , M15

� D15 áûëî åäèíñòâåííûì ðàçáèåíèåì íà ïàðû èç óñëîâèÿ
çàäà÷è.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé ìàëü÷èê ïîçâîíèë õîòÿ áû
äâóì äåâî÷êàì. Íàðèñóåì ñòðåëêó îò êàæäîé äåâî÷êè Di �
ê ìàëü÷èêó Mi, ñ êîòîðûì îíà íàõîäèòñÿ â ïàðå, à îò êàæ-
äîãî ìàëü÷èêà Mi � ê äðóãîé (îòëè÷íîé îò Di) äåâî÷êå, êî-
òîðîé îí çâîíèë. Òîãäà îò êàæäîãî ðåáåíêà âåäåò ïî ñòðåë-
êå. Åñëè ìû áóäåì äâèãàòüñÿ ïî ñòðåëêàì (íà÷àâ îò ïðîèç-
âîëüíîé äåâî÷êè), òî ðàíî èëè ïîçäíî ìû ïîïàäåì ê äåâî÷-
êå, ó êîòîðîé ìû óæå áûëè; òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ öèêë
Di1 → Mi1 → Di2 → Mi2 → . . . → Dik → Mik → Di1 (çäåñü
k > 1, ò. ê. îò Mi1 âåäåò ñòðåëêà íå ê Di1). Îáúåäèíèì â ýòîì
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öèêëå êàæäîãî ìàëü÷èêà Mid ñ äåâî÷êîé Did+1
, ê êîòîðîé îò

íåãî âåäåò ñòðåëêà (Mik ìû îáúåäèíèì ñ Di1); îñòàëüíûå ïà-
ðû îñòàâèì áåç èçìåíåíèÿ. Ìû ïîëó÷èëè äðóãîå ðàçáèåíèå
íà ïàðû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ ìàëü÷èê Mi, êîòîðûé çâîíèë
ðîâíî îäíîé äåâî÷êå Di. Òîãäà, åñëè îòáðîñèòü ýòó ïàðó, ÷èñ-
ëî çâîíêîâ óìåíüøèòñÿ íå áîëüøå, ÷åì íà 15. Ïîñëå ýòîãî
ñíîâà íàéäåòñÿ ìàëü÷èê, ñäåëàâøèé ðîâíî îäèí çâîíîê îä-
íîé èç îñòàâøèõñÿ äåâî÷åê. Îòáðîñèâ ýòó ïàðó, óìåíüøèì
êîëè÷åñòâî çâîíêîâ íå áîëåå, ÷åì íà 14, è ò. ä. Èòîãî, áûëî
ñäåëàíî íå áîëåå 15 + 14 + . . . + 2 + 1 = 120 çâîíêîâ.

Ðîâíî 120 çâîíêîâ ïîëó÷àåòñÿ íàïðèìåð, åñëè äåâî÷êå
Di çâîíèëè ìàëü÷èêè M1, M2, . . . , Mi (i = 1, 2, . . . , 15).

9 êëàññ
9.1. Ïåòÿ ïðèäóìàë 1004 ïðèâåäåííûõ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíà

f1, . . . , f1004, ñðåäè êîðíåé êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿ âñå öåëûå
÷èñëà îò 0 äî 2007. Âàñÿ ðàññìàòðèâàåò âñåâîçìîæíûå óðàâ-
íåíèÿ fi = fj (i 6= j), è çà êàæäûé íàéäåííûé ó íèõ êîðåíü
Ïåòÿ ïëàòèò Âàñå ïî ðóáëþ. Êàêîâ íàèìåíüøèé âîçìîæíûé
äîõîä Âàñè? (È. Ðóáàíîâ)
Îòâåò. 0.

Ïîëîæèì f1(x) = x(x− 2007), f2(x) = (x− 1)(x− 2006),
. . . , f1004(x) = (x − 1003)(x − 1004). Âñå ýòè ìíîãî÷ëåíû
ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ïîòîìó ÷òî ó íèõ ðàçíûå êîðíè, íî êî-
ýôôèöèåíò ïðè x ó êàæäîãî èç íèõ ðàâåí −2007. Ïîýòîìó
ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ äàííûõ òðåõ÷ëåíîâ ðàâíà êîíñòàíòå,
îòëè÷íîé îò 0, ïîýòîìó íè îäíî èç óðàâíåíèé fn(x) = fm(x)
íå èìååò ðåøåíèé.

9.2. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ïðîñòûå ÷èñëà p1, p2, . . . , p2007, ÷òî
p2
1 − 1 äåëèòñÿ íà p2, p2

2 − 1 äåëèòñÿ íà p3, . . . , p2
2007 − 1

äåëèòñÿ íà p1? (Â. Ñåíäåðîâ)
Îòâåò. Íå ñóùåñòâóþò.

Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 8.3.
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9.3. 25 ìàëü÷èêîâ è íåñêîëüêî äåâî÷åê ñîáðàëèñü íà âå÷åðèíêå
è îáíàðóæèëè çàáàâíóþ çàêîíîìåðíîñòü. Åñëè âûáðàòü ëþ-
áóþ ãðóïïó íå ìåíüøå ÷åì èç 10 ìàëü÷èêîâ, à ïîòîì äîáà-
âèòü ê íèì âñåõ äåâî÷åê, çíàêîìûõ õîòÿ áû ñ îäíèì èç ýòèõ
ìàëü÷èêîâ, òî â ïîëó÷èâøåéñÿ ãðóïïå ÷èñëî ìàëü÷èêîâ îêà-
æåòñÿ íà 1 ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî äåâî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî íåêî-
òîðàÿ äåâî÷êà çíàêîìà íå ìåíåå ÷åì ñ 16 ìàëü÷èêàìè.

(Ñ. Âîë÷åíêîâ, æþðè)
Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ èìååòñÿ ðîâíî 26 äåâî÷åê, çíàêîìûõ
õîòÿ áû ñ îäíèì ìàëü÷èêîì èç 25. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî
ìàëü÷èêà M . Äëÿ îñòàâøèõñÿ 24 ìàëü÷èêîâ ðîâíî 25 äåâî-
÷åê çíàêîìû õîòÿ áû ñ îäíèì èç íèõ. Òîãäà äåâî÷êà D, íå
âõîäÿùàÿ â ýòè 25, çíàêîìà òîëüêî ñ îäíèì ìàëü÷èêîì M .
Îáîçíà÷èì ìàëü÷èêîâ M1, . . . , M25; îáîçíà÷èì äåâî÷êó, çíà-
êîìóþ òîëüêî ñ Mi, ÷åðåç Di. Ðàññìîòðèì îñòàâøóþñÿ äå-
âî÷êó (îòëè÷íóþ îò D1, . . . , D25). Åñëè îíà çíàêîìà ìåíåå,
÷åì ñ 16 ìàëü÷èêàìè, òî äëÿ ãðóïïû èç k > 10 ìàëü÷èêîâ, íå
çíàêîìûõ ñ íåé, íàéäåòñÿ ðîâíî k äåâî÷åê, çíàêîìûõ õîòÿ
áû ñ îäíèì èç íèõ � ïðîòèâîðå÷èå.

9.4. Ó äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû íàèáîëüøèå ñòîðîíû è ðàâíû
íàèìåíüøèå óãëû. Ñòðîèòñÿ íîâûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíà-
ìè, ðàâíûìè ñóììàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí äàííûõ òðå-
óãîëüíèêîâ (ñêëàäûâàþòñÿ íàèáîëüøèå ñòîðîíû äâóõ òðå-
óãîëüíèêîâ, ñðåäíèå ïî äëèíå ñòîðîíû è íàèìåíüøèå ñòîðî-
íû). Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü íîâîãî òðåóãîëüíèêà íå ìåíü-
øå óäâîåííîé ñóììû ïëîùàäåé èñõîäíûõ. (Í. Àãàõàíîâ)
Ðåøåíèå.

c c

b1

b2 a2

a1a1

c

α

α

A

C

B

M

K

L
Ðèñ. 4

Ïóñòü a1 6 b1 6 c, a2 6
6 b2 6 c � äëèíû ñòîðîí äàí-
íûõ òðåóãîëüíèêîâ, α � èõ îá-
ùèé íàèìåíüøèé óãîë, α1 �
íàèìåíüøèé óãîë â ïîñòðîåí-
íîì òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíà-
ìè a1+a2, b1+b2, c+c. Â ýòîì
òðåóãîëüíèêå a1 + a2 � íàèìåíüøàÿ ñòîðîíà, ïîýòîìó óãîë
α1 ëåæèò ïðîòèâ íåå è ÿâëÿåòñÿ îñòðûì. Ðàññìîòðèì òðå-
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óãîëüíèê AML ñ óãëîì α ïðè âåðøèíå A è áîêîâûìè ñòî-
ðîíàìè AM = b1 + b2, AL = c + c (ñì. ðèñ. 4). Ïîêàæåì, ÷òî
α1 > α; äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ML 6 a1 + a2.
Ïóñòü B è C � òî÷êè íà ñòîðîíàõ AL è AM ñîîòâåòñòâåí-
íî òàêèå, ÷òî AC = b1, AB = c. Âûáåðåì òî÷êó K òàê,
÷òî BCKL � ïàðàëëåëîãðàìì. Òîãäà òðåóãîëüíèêè ABC
è CKM ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû èñõîäíûì òðåóãîëüèêàì, ïî-
ýòîìó èç òðåóãîëüíèêà MKL ïîëó÷àåì MK = a2, KL = a1,
îòêóäà ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà ML 6 a1 + a2, ÷òî è
òðåáîâàëîñü. Îòñþäà S = 1

2 (b1 + b2)(c + c) sinα1 > (b1 +

+ b2)c sinα > 2
(

1
2 b1c sinα + 1

2 b2c sinα
)

= 2(S1 + S2), ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

9.5. Ñðåäè 11 âíåøíå îäèíàêîâûõ ìîíåò 10 íàñòîÿùèõ, âåñÿùèõ
ïî 20 ã, è îäíà ôàëüøèâàÿ, âåñÿùàÿ 21 ã. Èìåþòñÿ ÷àøå÷íûå
âåñû, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ â ðàâíîâåñèè, åñëè ãðóç íà ïðà-
âîé èõ ÷àøêå ðîâíî âäâîå òÿæåëåå, ÷åì íà ëåâîé. (Åñëè ãðóç
íà ïðàâîé ÷àøêå ìåíüøå, ÷åì óäâîåííûé ãðóç íà ëåâîé, òî
ïåðåâåøèâàåò ëåâàÿ ÷àøêà, åñëè áîëüøå, òî ïðàâàÿ.) Êàê çà
òðè âçâåøèâàíèÿ íà ýòèõ âåñàõ íàéòè ôàëüøèâóþ ìîíåòó?

(È. Ðóáàíîâ)
Ðåøåíèå. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 8.5.

9.6. Íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà D. Â òðåóãîëüíèêè ABD è ACD âïèñàíû îêðóæíî-
ñòè ñ öåíòðàìè K è L ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îïè-
ñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ BKD è CLD âòîðè÷íî
ïåðåñåêàþòñÿ íà ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè.

(Ë. Åìåëüÿíîâ)
Ðåøåíèå.
Ïóñòü îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ BKD è CLD
âòîðè÷íî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M (ñì. ðèñ. 5). Ïîëüçóÿñü
òåì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèêè BKDM è CLDM âïèñàííûå,
ïîëó÷àåì: ∠BMC = ∠BMD + ∠CMD = (180◦ −∠BKD) +
+ (180◦ − ∠CLD) = ∠KBD + ∠KDB + ∠LDC + ∠LCD =
= 1

2 (∠ABD+∠ADB+∠ADC+∠ACD) = 1
2 (∠ABD+180◦+
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+∠ACD) = 90◦+ 1
2 (∠ABD+∠ACD). Âåëè÷èíà óãëà BMC

ôèêñèðîâàíà, ïîýòîìó M ëåæèò íà ôèêñèðîâàííîé îêðóæ-
íîñòè ñ õîðäîé BC.

A

B C
D

K L

M

Ðèñ. 5

Çàìå÷àíèå. Â ðåøåíèè
èñïîëüçóåòñÿ, ÷òî òî÷êè A è M
ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò
BC. Ýòî íåòðóäíî âûâåñòè èç
òîãî, ÷òî óãëû BKD è CLD
òóïûå.

9.7. Áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñòàþùàÿ
àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ,
ñîñòîÿùàÿ èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñîäåðæèò òî÷íûé êóá
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî îíà ñîäåðæèò è òî÷íûé
êóá, íå ÿâëÿþùèéñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì.

(È. Áîãäàíîâ, Â. Ñåíäåðîâ)
Ðåøåíèå. Ëåììà. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n
÷èñëî n3 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì, òî ÷èñëî n òàêæå
ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðîñòîå ÷èñëî p âõîäèò â ðàç-
ëîæåíèå ÷èñëà n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè â ñòåïåíè t, òîãäà
p âõîäèò â ðàçëîæåíèå ÷èñëà n3 â ñòåïåíè 3t. Ïî óñëîâèþ 3t
÷åòíî, ïîýòîìó t ÷åòíî. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè p ïîëó÷àåì,
÷òî n � òî÷íûé êâàäðàò. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü â ïðîãðåññèè ñ ðàçíîñòüþ d > 0 ñîäåðæèòñÿ êóá
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m. Åñëè m3 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàä-
ðàòîì, òî èñêîìîå ÷èñëî íàéäåíî. Èíà÷å m3 � òî÷íûé êâàä-
ðàò è, ñîãëàñíî ëåììå, m � òî÷íûé êâàäðàò, m = k2. Âìå-
ñòå ñ m3 ïðîãðåññèÿ ñîäåðæèò òî÷íûé êóá A = (m + md2)3,
ïîñêîëüêó A = m3 + ld, ãäå l � íàòóðàëüíîå. Äîêàæåì, ÷òî
A íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì. Ïóñòü ýòî íå òàê, òîãäà
ïî ëåììå m + md2 = k2(1 + d2) � òî÷íûé êâàäðàò. Îòñþäà
1 + d2 � òî÷íûé êâàäðàò, 1 + d2 = x2 äëÿ íàòóðàëüíîãî x.
Ïîëó÷àåì 1 = (x− d)(x + d), ÷òî íåâîçìîæíî.

9.8. Ñðåäè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 1200 âûáðàëè 372 ðàçëè÷-
íûõ ÷èñëà òàê, ÷òî íèêàêèå äâà èç íèõ íå ðàçëè÷àþòñÿ íà
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4, 5 èëè 9. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 600 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âû-
áðàííûõ. (Ä. Õðàìöîâ)
Ðåøåíèå. Ëåììà. Ñðåäè ëþáûõ 13 ïîäðÿä èäóùèõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü íå áîëåå ÷åòûðåõ òàê, ÷òî
íèêàêèå äâà èç íèõ íå ðàçëè÷àþòñÿ íà 4, 5 èëè 9.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì 13 ÷èñåë a, a+1, . . . , a+12
íà 9 ãðóïï (èç îäíîãî èëè äâóõ ÷èñåë) è çàïèøåì ãðóïïû ïî
êðóãó â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: {a + 4}, {a, a + 9}, {a + 5}, {a +
+1, a+10}, {a+6}, {a+2, a+11}, {a+7}, {a+3, a+12}, {a+8}.
Åñëè âûáðàíî 5 èëè áîëåå ÷èñåë, òî íåêîòîðûå äâà èç íèõ
îêàæóòñÿ â îäíîé ãðóïïå èëè â ñîñåäíèõ ãðóïïàõ. Îäíàêî èç
äâóõ ñîñåäíèõ ãðóïï ìîæíî âûáðàòü íå áîëåå îäíîãî ÷èñëà.
Ëåììà äîêàçàíà.

Îòìåòèì 4 ñðåäíèõ ÷èñëà 599, 600, 601, 602, à âñå îñòàëü-
íûå ÷èñëà îò 1 äî 1200 ðàçîáüåì íà (1200− 4)/13 = 92 ãðóï-
ïû ïî 13 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë (ýòî âîçìîæíî, òàê êàê
598 äåëèòñÿ íà 13). Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî â ãðóïïàõ ïî 13
÷èñåë ìîæíî âûáðàòü íå áîëåå 92 · 4 = 372− 4 ÷èñëà òðåáóå-
ìûì â óñëîâèè îáðàçîì. Çíà÷èò, îòìå÷åííûå 4 ÷èñëà âûáðà-
íû.

10 êëàññ
10.1. Â 25 êîðîáêàõ ëåæàò øàðèêè íåñêîëüêèõ öâåòîâ. Èçâåñòíî,

÷òî ïðè ëþáîì k (1 6 k 6 25) â ëþáûõ k êîðîáêàõ ëåæàò
øàðèêè ðîâíî k+1 ðàçëè÷íûõ öâåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî øàðè-
êè îäíîãî èç öâåòîâ ëåæàò âî âñåõ êîðîáêàõ. (Ñ. Âîë÷åíêîâ)
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì êîðîáêè B1, . . . , B25. Ïî óñëîâèþ îá-
ùåå ÷èñëî öâåòîâ ðàâíî 26. Åñëè ðàññìîòðåòü âñå êîðîáêè,
êðîìå Bi, òî îáùåå ÷èñëî öâåòîâ â íèõ ðàâíî 25. Ñëåäîâà-
òåëüíî, åñòü öâåò, ïðèñóòñòâóþùèé òîëüêî â êîðîáêå Bi; íà-
çîâåì åãî Ci.

Ïîñêîëüêó îáùåå ÷èñëî öâåòîâ � 26, îñòàëñÿ ðîâíî îäèí
öâåò C, îòëè÷íûé îò âñåõ Ci. Åñëè â êàêîé-òî êîðîáêå Bk íåò
øàðèêîâ ýòîãî öâåòà, òî â íåé åñòü òîëüêî øàðèêè öâåòà Bk,
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (â Bk äîëæíû áûòü øàðèêè äâóõ
öâåòîâ). Çíà÷èò, øàðèêè öâåòà C åñòü âî âñåõ êîðîáêàõ.

10.2. Äëÿ âåùåñòâåííûõ x > y > 0 è íàòóðàëüíûõ n > k äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî (xk − yk)n < (xn − yn)k. (Â. Ñåíäåðîâ)
Ðåøåíèå. Ðàçäåëèâ íà xnk è îáîçíà÷èâ α = y/x, ïåðåïèøåì
íàøå íåðàâåíñòâî â âèäå

(1− αk)n < (1− αn)k.

Îäíàêî 0 < 1− αk < 1− αn < 1 (ò. ê. 0 < α < 1), ïîýòîìó
(1− αk)n < (1− αn)n < (1− αn)k,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
10.3. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n äëÿ ëþáîãî íàáîðà A èç 2007 ìíî-

æåñòâ íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð B èç n ìíîæåñòâ, ÷òî êàæäîå
ìíîæåñòâî íàáîðà A ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ðàçëè÷-
íûõ ìíîæåñòâ íàáîðà B? (È. Áîãäàíîâ, Ã. ×åëíîêîâ)
Îòâåò. n = 2008.

Ïóñòü íàáîð A ñîäåðæèò ìíîæåñòâà A1, A2, . . . , A2007.
Âêëþ÷èì â íàáîð B ìíîæåñòâà B1 = A1, B2 = A2, . . . ,
B2007 = A2007, B2008 = A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ A2007 ∪ {x} (çäåñü x
� ýëåìåíò, íå ïðèíàäëåæàùèé íè îäíîìó èç ìíîæåñòâ Ai).
Òîãäà âñå ìíîæåñòâà Bi ðàçíûå, è Ai = B2008 ∩ Bi äëÿ i =
= 1, 2, . . . , 2007.

Äàëåå, äîêàæåì, äëÿ ìíîæåñòâ A1 = {1}, A2 = {1, 2},
A3 = {1, 2, 3}, . . . , A2007 = {1, 2, . . . , 2007} â ëþáîì íàáî-
ðå B, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ, íå ìåíåå 2008 ìíîæåñòâ.
Èç óñëîâèÿ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , 2006 ñðå-
äè ìíîæåñòâ íàáîðà B íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Bi, ñîäåðæàùåå
Ai, íî íå ñîäåðæàùåå Ai+1 (èíà÷å Ai íå ìîæåò áûòü ïåðåñå-
÷åíèåì ìíîæåñòâ íàáîðà B); çàìåòèì, ÷òî Bi òàêæå ñîäåð-
æèò âñå ìíîæåñòâà A1, . . . , Ai è íå ñîäåðæèò íè îäíîãî èç
ìíîæåñòâ Ai+1, . . . , An; ïîýòîìó âñå ìíîæåñòâà Bi ðàçíûå.
Êðîìå òîãî, ñðåäè ìíîæåñòâ íàáîðà B íàéäóòñÿ äâà ìíîæå-
ñòâà B2007 è B2008, ñîäåðæàùèå A2007. Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâà
B1, B2, . . . , B2008 ðàçëè÷íû.

Çàìå÷àíèå. Äðóãèì ïðèìåðîì ìíîæåñòâ, äëÿ êîòî-
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ðûõ n > 2008, ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà Ai = A \ {i}, ãäå
A = {1, 2, . . . , 2007} (i = 1, 2, . . . , 2007).

10.4. Îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû B è C òðåóãîëüíèêà
ABC è ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è AC â òî÷êàõ D è E ñî-
îòâåòñòâåííî. Îòðåçêè CD è BE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O.
Ïóñòü M è N � öåíòðû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ ñîîòâåò-
ñòâåííî â òðåóãîëüíèêè ADE è ODE. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðå-
äèíà ìåíüøåé äóãè DE ëåæàò íà ïðÿìîé MN . (Ì. Èñàåâ)
Ðåøåíèå. Ñåðåäèíó ìåíüøåé äóãè DE îáîçíà÷èì ÷åðåç

A

B

C

O

M

N
K

D

E

K

D E

Q P

M

N

Ðèñ. 6 Ðèñ. 7
K (ñì. ðèñ. 6). Òîãäà ∠MEK = ∠MED − ∠KED =
= ∠MED − ∠KCD = 1

2 ∠AED − 1
2 ∠ECD = 1

2 (∠AED −
− ∠ECD) = 1

2 ∠CDE = ∠EDN (â ÷àñòíîñòè, òî÷êà
K ëåæèò â ∠MED, ò. ê. ∠EDN < ∠AED). Àíàëîãè÷íî
∠MDK = ∠DEN .

Ïóñòü ïðÿìûå DK è EK ïåðåñåêàþò îïèñàííóþ îêðóæ-
íîñòü òðåóãîëüíèêà DEM ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ P è
Q (ñì. ðèñ. 7). Òàê êàê DK = EK, òî ∠KED = ∠KDE =
= ∠PDE = ∠PQE, îòêóäà PQ ‖ DE. Äàëåå, ∠QPM =
= ∠QEM = ∠KEM = ∠EDN è, àíàëîãè÷íî, ∠PQM =
= ∠DEN . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî òðåóãîëüíèêè DEN è
PQM ãîìîòåòè÷íû, ïðè÷åì K ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ãîìîòåòèè
(êàê òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ QE è PD). Ñëåäîâàòåëüíî,
MN ïðîõîäèò ÷åðåç K.

10.5. Â íàòóðàëüíîì ÷èñëå A ïåðåñòàâèëè öèôðû, ïîëó÷èâ ÷èñëî
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B. Èçâåñòíî, ÷òî A − B = 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
N åäèíèö

. Íàéäèòå íàèìåíüøåå

âîçìîæíîå çíà÷åíèå N . (Í. Àãàõàíîâ)
Îòâåò. 9.

Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 8.6.
10.6. Òî÷êà D íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC òàêîâà, ÷òî ðà-

äèóñû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABD è ACD
ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, âíåâïèñàííûõ
â òðåóãîëüíèêè ABD è ACD, êàñàþùèõñÿ ñîîòâåòñòâåííî
îòðåçêîâ BD è CD, òàêæå ðàâíû. (Ë. Åìåëüÿíîâ)
Ðåøåíèå. Ïåðâîå ðåøåíèå.

`

A

DB
C

Ðèñ. 9

Ðàññìîòðèì îáùóþ âíåøíþþ êà-
ñàòåëüíóþ l (îòëè÷íóþ îò BC) äëÿ
îêðóæíîñòåé ω1 è ω2, âïèñàííûõ
â òðåóãîëüíèêè ABD è ACD (ñì.
ðèñ. 9). Èç ðàâåíñòâà îêðóæíîñòåé
l ‖ BC. Ðàññìîòðèì ãîìîòåòèþ ñ
öåíòðîì A, ïåðåâîäÿùóþ ïðÿìóþ
l â ïðÿìóþ BC. Ïðè âûïîëíåíèè
ýòîé ãîìîòåòèè îêðóæíîñòü ω1 ïå-
ðåéäåò â îêðóæíîñòü, îòëè÷íóþ îò ω1, âïèñàííóþ â óãîë
BAD è êàñàþùóþñÿ ïðÿìîé BC, ò. å. â ñîîòâåòñòâóþùóþ
âíåâïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABD. Àíàëîãè÷-
íî, ω2 ïåðåéäåò âî âíåâïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà
ACD. Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è, òàê êàê ïðè
ãîìîòåòèè ðàâíûå îêðóæíîñòè ïåðåõîäÿò â ðàâíûå.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü âûñîòà òðåóãîëüíèêà ABC,
îïóùåííàÿ èç âåðøèíû A, ðàâíà h, ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ
ABD è ACD ðàâíû S1, S2, ðàäèóñû èõ âïèñàííûõ îêðóæ-
íîñòåé ðàâíû r, ðàäèóñû âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé (î êî-
òîðûõ èäåò ðå÷ü â çàäà÷å) � r1 è r2, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëî-
æèâ AB = c, AD = d, BD = x, íàõîäèì 2S1 = r1(c + d− x)
⇒ 1

r1
= c + d− x

2S1
= c + d + x

2S1
− 2 x

2S1
= 1

r − 2
h . Àíàëîãè÷íî

ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî 1
r2

= 1
r − 2

h , îòêóäà r1 = r2.
10.7. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 6. Ðàññìàòðèâàþòñÿ íàòóðàëü-
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íûå ÷èñëà, ëåæàùèå â ïðîìåæóòêå (n(n− 1);n2) è âçàèìíî
ïðîñòûå ñ n(n−1). Äîêàæèòå, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëè-
òåëü âñåõ òàêèõ ÷èñåë ðàâåí 1. (Â. Àñòàõîâ)
Ðåøåíèå. Ïóñòü p � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1 è âçàèì-
íî ïðîñòîå ñ n(n−1). ßñíî, ÷òî ëþáîé åãî ïðîñòîé äåëèòåëü
òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ, ïîýòîìó p � ïðîñòîå.
Êðîìå òîãî, âñå ïðîñòûå ÷èñëà, ìåíüøèå p, äåëÿò n(n− 1).

Ëåììà. p < n− 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÷èñëà n− 2, n− 3, n− 4.

Ñðåäè íèõ íå áîëüøå îäíîãî ÷èñëà, äåëÿùåãîñÿ íà 3, è íå
áîëüøå îäíîãî ÷èñëà, ÿâëÿþùåãîñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè (ò. ê.
n − 4 > 2). Òàêèì îáðàçîì, ó îäíîãî èç íèõ åñòü íå÷åòíûé
ïðîñòîé äåëèòåëü q, áîëüøèé 3. ×èñëà n è n − 1 íå ìîãóò
äåëèòüñÿ íà q, ïîýòîìó p 6 q 6 n− 2. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. ßñíî, ÷òî ñðåäè ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ÷èñåë åñòü ÷èñëî A = n(n− 1) + 1. Èç ëåììû ñëå-
äóåò, ÷òî ñðåäè íèõ òàêæå åñòü ÷èñëî B = n(n−1)+p. Òîãäà
ÍÎÄ(A,B) = ÍÎÄ(n(n− 1) + 1, p− 1) = 1, ò. ê. ëþáîé ïðî-
ñòîé äåëèòåëü ÷èñëà p− 1 äåëèò n(n− 1) è ïîòîìó âçàèìíî
ïðîñò ñ A. Èòàê, ÍÎÄ óæå ýòèõ äâóõ ÷èñåë ðàâåí 1, ÷òî è
òðåáîâàëîñü.

10.8. Òàáëèöà 15× 15 èçíà÷àëüíî ïóñòà. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ
âûáðàòü ëþáîé åå ñòîëáåö èëè ñòðîêó è çàïèñàòü òóäà âñå
÷èñëà îò 1 äî 15 â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå (ïî îäíîìó â êàæ-
äóþ êëåòêó, ñòàðûå ÷èñëà ñòèðàþòñÿ). Êàêóþ ìàêñèìàëü-
íóþ ñóììó ÷èñåë â òàáëèöå ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì íåñêîëü-
êèõ òàêèõ õîäîâ? (Ì.Ìóðàøêèí)
Îòâåò. 1 · 1 + 2 · 3 + 3 · 5 + . . . + 15 · 29 = 2360.

Áóäåì íàçûâàòü ñòîëáöû è ñòðîêè ëèíèÿìè.
Ïóñòü åñòü íåêîòîðûé ñïîñîá ðàññòàâèòü ÷èñëà òàê, ÷òî-

áû ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ âîçìîæíóþ ñóììó. Çàìåòèì,
÷òî äâà ðàçà çàïèñûâàòü ÷èñëà â îäíó è òó æå ëèíèþ íå
èìååò ñìûñëà � åñëè ïåðâîãî ðàçà íå äåëàòü, èòîãîâûå ÷èñ-
ëà â òàáëèöå íå èçìåíÿòñÿ. Äàëåå, åñëè â êàêóþ-òî ëèíèþ íå
áûëî õîäà, òî ìîæíî áûëî ñäåëàòü ïðîèçâîëüíûé õîä â íåå
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ïåðåä âñåìè îñòàëüíûìè õîäàìè � ñóììà ÷èñåë îò ýòîãî íå
óìåíüøèòñÿ. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäóþ ëèíèþ
áûë ñäåëàí ðîâíî îäèí õîä.

Ïåðåñòàâèì ñòðîêè òàáëèöû òàê, ÷òîáû ïåðâûé �ãîðè-
çîíòàëüíûé� õîä áûë â ïåðâóþ (âåðõíþþ) ñòðîêó, âòîðîé �
âî âòîðóþ è ò. ä.; ñäåëàåì òî æå ñàìîå ñî ñòîëáöàìè. Ðàñ-
ñìîòðèì õîä â íåêîòîðûé ñòîëáåö. Ïîñëå ýòîãî õîäà ÷èñëà â
íåì ìåíÿëèñü òîëüêî òîãäà, êîãäà äåëàëèñü õîäû â ñòðîêè;
ñëåäîâàòåëüíî, îñòàëèñü íåçàìåíåííûìè ðîâíî íåñêîëüêî ñà-
ìûõ âåðõíèõ ÷èñåë. ßñíî, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëü-
íîé ñóììû ýòè íåñêîëüêî ÷èñåë äîëæíû áûòü ìàêñèìàëü-
íûìè. Òîãäà ïðè õîäå â ýòîò ñòîëáåö ìîæíî ïðîñòî ðàññòàâ-
ëÿòü â íåì ÷èñëà ïî âîçðàñòàíèþ ñíèçó ââåðõ � ïðè ëþáîì
êîëè÷åñòâå ïîñëåäóþùèõ ãîðèçîíòàëüíûõ õîäîâ â íåì îñòà-
íåòñÿ íåñêîëüêî ìàêñèìàëüíûõ ÷èñåë.

Àíàëîãè÷íî, íà êàæäîì õîäå â ñòðîêó ÷èñëà ìîæíî ðàñ-
ñòàâëÿòü ïî âîçðàñòàíèþ ñïðàâà íàëåâî. Òàêèì îáðàçîì, â
êàæäóþ êëåòêó áóäóò ïîñòàâëåíû äâà ÷èñëà � åãî íîìåð
ñïðàâà â ñòðîêå è åãî íîìåð ñíèçó â ñòîëáöå. Òîãäà â ýòîé
êëåòêå áóäåò ñòîÿòü íå áîëüøå, ÷åì ìàêñèìàëüíîå èç ýòèõ
÷èñåë.

Îñòàëîñü ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà â êàæäîé êëåòêå ðîâíî
ýòî ÷èñëî è áóäåò ñòîÿòü. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî õîäèòü òàê:
â 1-þ ñòðîêó, â 1-é ñòîëáåö, âî 2-þ ñòðîêó, âî 2-é ñòîëáåö è
ò. ä. Òîãäà â êàæäóþ êëåòêó á�îëüøåå ÷èñëî áóäåò ïîñòàâëåíî
ïîçæå, ÷åì ìåíüøåå, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Ïðè ýòîì â òàáëèöå
îêàæåòñÿ îäíà åäèíèöà, òðè äâîéêè, ïÿòü òðîåê è ò. ä.

11 êëàññ
11.1. Â 25 êîðîáêàõ ëåæàò øàðèêè íåñêîëüêèõ öâåòîâ. Èçâåñòíî,

÷òî ïðè ëþáîì k (1 6 k 6 25) â ëþáûõ k êîðîáêàõ ëåæàò
øàðèêè ðîâíî k+1 ðàçëè÷íûõ öâåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî øàðè-
êè îäíîãî èç öâåòîâ ëåæàò âî âñåõ êîðîáêàõ. (Ñ. Âîë÷åíêîâ)
Ðåøåíèå. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 10.1.

11.2. Êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû f1(x) è f2(x) òàêîâû, ÷òî
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f ′1(x)f ′2(x) > |f1(x)|+ |f2(x)|
ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
f1(x)f2(x) ðàâíî êâàäðàòó íåêîòîðîãî òðåõ÷ëåíà.

(Í. Àãàõàíîâ, æþðè)
Ðåøåíèå. Åñëè x1, x2 � àáñöèññû âåðøèí ïàðàáîë y = f1(x)
è y = f2(x), òî f1(x) = a1(x−x1)2 +d1, f2(x) = a2(x−x2)2 +
+ d2 (a1, a2 6= 0). Òîãäà f ′1(x)f ′2(x) = 4a1a2(x − x1)(x − x2).
Ïóñòü x1 6= x2 (äëÿ îïðåäåëåííîñòè, x1 < x2). Òîãäà, åñëè
a1a2 > 0, òî f ′1(x)f ′2(x) < 0 ïðè x ∈ (x1;x2), à åñëè a1a2 < 0,
òî f ′1(x)f ′2(x) < 0 ïðè x /∈ [x1; x2]. Â òî æå âðåìÿ, |f1(x)| +
+ |f2(x)| > 0 � ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì. Çíà÷èò, x1 = x2 =
= x0. Òîãäà f ′1(x0)f ′2(x0) = 0, à |f1(x0)| + |f2(x0)| = |d1| +
+ |d2|. Çíà÷èò, d1 = d2 = 0, ò. å. f1(x) = a1(x− x0)2, f2(x) =
= a2(x − x0)2 è f1(x)f2(x) = a1a2(x2 − 2x0x + x2

0)
2. Òàêèì

îáðàçîì, óòâåðæäåíèå çàäà÷è áóäåò âåðíî, åñëè a1a2 > 0.
Íî ýòî âûïîëíåíî, òàê êàê f ′1(x)f ′2(x) = 4a1a2(x − x0)2 >
> |f1(x)|+ |f2(x)| > 0 òîëüêî ïðè a1a2 > 0.

11.3. Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíå BC âûáðàíà òî÷êà M òàê,
÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABM ëåæèò
íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ACM , à òî÷êà ïå-
ðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ACM ëåæèò íà îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABM . Äîêàæèòå, ÷òî ìåäèàíû
òðåóãîëüíèêîâ ABM è ACM èç âåðøèíû M ðàâíû.

(À. Áàäçÿí)
Ðåøåíèå.

MB C

C1 B1

A

Gb Gc

Ðèñ. 10
Îáîçíà÷èì ñåðåäèíû ñòîðîí AB è AC ÷åðåç C1 è B1
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ñîîòâåòñòâåííî, à òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêîâ
ABM , ACM � ÷åðåç Gb, Gc ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 10). Òî-
ãäà ∠AGcB1 = 180◦ − ∠AGcM = ∠ABM , òàê êàê AGcMB
� âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê; äàëåå, ∠ABM = AC1B1,
òàê êàê C1B1 ‖ BC. Çíà÷èò, ∠AGcB1 = ∠AC1B1. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ÷åòûðåõóãîëüíèê AC1GcB1 âïèñàí, òî åñòü òî÷-
êà Gc ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè 4AB1C1. Àíàëî-
ãè÷íî, Gb ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè 4AB1C1. Òà-
êèì îáðàçîì, òî÷êè A, C1, Gb, Gc, B1 ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè. Äàëåå, GcGb ‖ B1C1, ò. ê. MGb

GbC1
= 2 = MGc

GcB1
.

Ïîëó÷àåì, ÷òî C1B1GcGb � âïèñàííàÿ òðàïåöèÿ, çíà÷èò,
∠GbC1B1 = ∠GcB1C1, ò. å. MB1 = MC1, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

11.4. Íà ñòîëå ëåæàò êóïþðû äîñòîèíñòâîì 1, 2, . . . , 2n òóãðè-
êîâ. Äâîå õîäÿò ïî î÷åðåäè. Êàæäûì õîäîì èãðîê ñíèìà-
åò ñî ñòîëà äâå êóïþðû, á�îëüøóþ îòäàåò ñîïåðíèêó, à ìåíü-
øóþ çàáèðàåò ñåáå. Êàæäûé ñòðåìèòñÿ ïîëó÷èòü êàê ìîæíî
áîëüøå äåíåã. Ñêîëüêî òóãðèêîâ ïîëó÷èò íà÷èíàþùèé ïðè
ïðàâèëüíîé èãðå? (Ã. ×åëíîêîâ, È. Áîãäàíîâ)
Îòâåò. n2 = 1+3+ . . .+(2n−1) ïðè íå÷åòíîì n, n(n+1) =
= 2 + 4 + . . . + 2n ïðè ÷åòíîì n.

Îáîáùèì çàäà÷ó. Ïóñòü â íà÷àëå èãðû íà ñòîëå ëåæàò
êóïþðû äîñòîèíñòâîì M1 > M2 > . . . > M2n. Ïîêàæåì èí-
äóêöèåé ïî n, ÷òî èãðîê, äåëàþùèé ïîñëåäíèé õîä (íàçîâåì
ýòîãî èãðîêà ïîñëåäíèì), âñåãäà ìîæåò ïîëó÷èòü íå ìåíåå
M2 + M4 + . . . + M2n òóãðèêîâ, à èãðîê, äåëàþùèé ïðåä-
ïîñëåäíèé õîä (íàçîâåì ýòîãî èãðîêà ïðåäïîñëåäíèì) � íå
ìåíåå M1 + M3 + . . . + M2n−1 òóãðèêîâ. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî
ñóììà ýòèõ ÷èñåë ðàâíà ñóììàðíîìó äîñòîèíñòâó âñåõ êó-
ïþð; ïîýòîìó ïðè îïòèìàëüíîé èãðå îíè ïîëó÷àò ðîâíî òà-
êîå êîëè÷åñòâî. Áàçà ïðè n = 1 î÷åâèäíà. Ïóñòü óòâåðæäå-
íèå âåðíî äëÿ n = k − 1, äîêàæåì åãî äëÿ n = k.

Ïóñòü k íå÷åòíî, òîãäà õîäèòü äîëæåí ïîñëåäíèé èãðîê.
Îí ìîæåò ñíÿòü êóïþðû M1 è M2; òîãäà â îñòàâøåéñÿ èãðå
îí ïîëó÷èò íå ìåíüøå M4 + M6 + . . . + M2k, à çà ýòîò õîä
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îí ïîëó÷èò M2; ïîýòîìó ó íåãî îêàæåòñÿ íå ìåíüøå M2 +
+ (M4 + . . . + M2k) òóãðèêîâ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì õîäå ïîñëåäíåãî ïðåäïîñëåä-
íèé ïîëó÷èò íå ìåíüøå M1 + M3 + . . . + M2k−1 òóãðèêîâ.
Ïóñòü ïîñëåäíèé âçÿë êóïþðû Mi > Mj ; ïåðåíóìåðóåì
îñòàâøèåñÿ íà ñòîëå êóïþðû ïî óáûâàíèþ: L1 > L2 > . . . >
> L2k−2. Òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïðåäïîñëåäíèé
ñìîæåò äàëüøå èãðàòü òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü íå ìåíüøå, ÷åì
L1 +L3 + . . .+L2k−3. Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Mi + (L1 + L3 + . . . + L2k−3) > M1 + M3 + . . . + M2k−1. (1)
Ïóñòü 1 6 d 6 k. Ïîêàæåì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
ïðèñóòñòâóåò íå ìåíüøå d êóïþð èç 2d− 1 íàèáîëüøèõ êó-
ïþð M1,M2, . . . , M2d−1; ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî d-å ïî âå-
ëè÷èíå ñëàãàåìîå ñëåâà íå ìåíüøå M2d−1, îòêóäà è ñëåäó-
åò (1).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè i > 2d − 1, òî M2d−1 = L2d−1 è â
ëåâîé ÷àñòè ñîäåðæèòñÿ d êóïþð M1, M3, . . . ,M2d−1. Ïóñòü
i > 2d−1. Òîãäà ñðåäè M1,M2, . . . , M2d−1 ñîäåðæàòñÿ êóïþ-
ðû L1, L2, . . . , L2d−3, èç êîòîðûõ d − 1 ñîäåðæèòñÿ â ëåâîé
÷àñòè; êðîìå òîãî, â íåé ñîäåðæèòñÿ Mi, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Àíàëîãè÷íî, åñëè k ÷åòíî, òî õîäèò ïðåäïîñëåäíèé. Åñ-
ëè îí ñíèìåò êóïþðû M2 è M3, òî îí ïîëó÷èò íå ìåíüøå
M3+(M1+M5+M7+. . .+M2k−1), ÷òî è òðåáîâàëîñü. Äàëåå,
ïóñòü ïðåäïîñëåäíèé ñíÿë êóïþðû Mi > Mj , îñòàâèâ íà ñòî-
ëå êóïþðû L1 > L2 > . . . > L2k−2; òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè ïîñëåäíèé ñìîæåò çà äàëüíåéøóþ èãðó ïîëó÷èòü
íå ìåíüøå, ÷åì L2 + L4 + . . . + L2k−2. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî
Mi + (L2 + L4 + . . . + L2k−2) > M2 + M4 + . . . + M2k. (2)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ëå-
âîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ïðèñóòñòâóåò íå ìåíüøå d êóïþð èç
íàèáîëüøèõ 2d êóïþð M1, . . . ,M2d, îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò
òðåáóåìîå.

11.5. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå a, b, c, ÷òî
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èõ ñóììà ðàâíà íóëþ, à ÷èñëî an + bn + cn � ïðîñòîå?
(Â. Ñåíäåðîâ)

Îòâåò. Ïðè âñåõ ÷åòíûõ n.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Åñëè n ÷åòíî, òî 1n +(−1)n +0n = 2

� ïðîñòîå ÷èñëî.
Ïóñòü x � öåëîå, à n � íå÷åòíîå. Ïðåäñòàâèâ x â âèäå 3t

èëè 3t±1 äëÿ öåëîãî t, â ëþáîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî xn−x
äåëèòñÿ íà 3. Êðîìå òîãî, xn − x ÷åòíî. Îòñþäà âûòåêàåò,
÷òî an + bn + cn = (an − a) + (bn − b) + (cn − c) äåëèòñÿ íà
2 · 3, è çíà÷èò, íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Âòîðîå ðåøåíèå. Äîêàæåì äðóãèì ñïîñîáîì, ÷òî ïðè
íå÷åòíîì n ÷èñëî A = an + bn + cn íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.
Ïóñòü A � ïðîñòîå, òîãäà n > 1 è a, b, c îòëè÷íû îò 0

Ïîñêîëüêó bn+cn äåëèòñÿ íà b+c = −a, ÷èñëî A äåëèòñÿ
íà a. Àíàëîãè÷íî, A äåëèòñÿ íà b è íà c. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
êàæäîå èç ÷èñåë a, b, c ðàâíî îäíîìó èç ÷èñåë ±1, ±A. Òàê
êàê ñðåäè ÷èñåë a, b, c íåò äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ (èíà÷å
òðåòüå áûëî áû íóëåì), òî ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ äâà ðàâíûõ
÷èñëà; ïóñòü îíè ðàâíû d, òîãäà òðåòüå ÷èñëî ðàâíî −2d.
Ïîëó÷àåì, ÷òî A = 2dn − 2ndn � ÷åòíîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ
íà 2n − 2 > 2. Ïðîòèâîðå÷èå.

11.6. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî íåñêîëüêî òî÷åê, êàæäàÿ ïîêðàøå-
íà â ñèíèé, æåëòûé èëè çåëåíûé öâåò. Íà ëþáîì îòðåçêå,
ñîåäèíÿþùåì îäíîöâåòíûå òî÷êè, íåò òî÷åê ýòîãî æå öâåòà,
íî åñòü õîòÿ áû îäíà äðóãîãî öâåòà. Êàêîâî ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîå ÷èñëî âñåõ òî÷åê? (Ì. Ìóðàøêèí)
Îòâåò. 6.

a)

b) A

B

C

A1

B1

C1

B2

X

Ðèñ. 11 Ðèñ. 12
Äâà âîçìîæíûõ ïðèìåðà èç øåñòè òî÷åê ïîêàçàíû

íà ðèñ. 11 (ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû). Ïðåäïîëîæèì,
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÷òî òî÷åê õîòÿ áû 7; òîãäà íàéäóòñÿ òðè òî÷êè îäíîãî öâåòà.
Ñîãëàñíî óñëîâèþ, îíè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïîýòîìó
îíè îáðàçóþò òðåóãîëüíèê.

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC íàèìåíüøåé ïëîùàäè,
ó êîòîðîãî âñå òðè âåðøèíû îäíîöâåòíû (ïóñòü îíè ñè-
íèå) (ñì. ðèñ. 12). Òîãäà âíóòðè íåãî íåò ñèíèõ òî÷åê. Íà
êàæäîé èç åãî ñòîðîí BC, AC, AB åñòü ïî òî÷êå äðóãî-
ãî öâåòà (îáîçíà÷èì èõ A1, B1, C1 ñîîòâåòñòâåííî). Åñëè
âñå îíè îäíîöâåòíû, òî îáðàçîâàëñÿ îäíîöâåòíûé òðåóãîëü-
íèê ìåíüøåé ïëîùàäè, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ìîæíî áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî A1 è C1 � æåëòûå, à B1

� çåëåíàÿ.
Äàëåå, íà îòðåçêå A1C1 åñòü íåæåëòàÿ òî÷êà B2. Ïî çà-

ìå÷åííîìó âûøå îíà íå ìîæåò áûòü ñèíåé � çíà÷èò, îíà çå-
ëåíàÿ. Òîãäà íà îòðåçêå B1B2 åñòü íåçåëåíàÿ òî÷êà X. Îíà
òàêæå íå ñèíÿÿ � çíà÷èò, îíà æåëòàÿ. Íî òîãäà òðåóãîëüíèê
A1C1X èìååò æåëòûå âåðøèíû è ïëîùàäü, ìåíüøóþ ïëî-
ùàäè ABC � ïðîòèâîðå÷èå.

11.7. Íàçîâåì ìíîãîãðàííèê õîðîøèì, åñëè åãî îáúåì (èçìåðåí-
íûé â ì3) ÷èñëåííî ðàâåí ïëîùàäè åãî ïîâåðõíîñòè (èçìå-
ðåííîé â ì2). Ìîæíî ëè êàêîé-íèáóäü õîðîøèé òåòðàýäð
ðàçìåñòèòü âíóòðè êàêîãî-íèáóäü õîðîøåãî ïàðàëëåëåïèïå-
äà? (Ì. Ìóðàøêèí)
Îòâåò. Íåëüçÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õîðîøèé òåòðàýäð îáúåìà V ñ ïëî-
ùàäüþ ïîâåðõíîñòè S ïîìåùåí âíóòðè õîðîøåãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäà îáúåìà V ′, ïëîùàäè ãðàíåé êîòîðîãî ðàâíû S1, S2,
S3 (S1 > S2 > S3), à ñîîòâåòñòâóþùèå âûñîòû ðàâíû h1, h2,
h3. Ïî óñëîâèþ V = S è V ′ = 2(S1 + S2 + S3).

Âïèøåì â òåòðàýäð ñôåðó ω ðàäèóñà r. Òàê êàê V =
= 1

3 Sr, òî r = 3. Ñôåðà ω ëåæèò ìåæäó ïàðîé ïàðàëëåëü-
íûõ ïëîñêîñòåé, ñîäåðæàùèõ ãðàíè ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîýòî-
ìó h1 > 2r = 6. Îòñþäà V ′ = S1h1 > 6S1 > 2(S1+S2+S3) =
= V ′. Ïðîòèâîðå÷èå.

11.8. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn äîêàæèòå íåðàâåí-
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ñòâî
(1 + x1)(1 + x1 + x2) . . . (1 + x1 + x2 + . . . + xn) >

>
√

(n + 1)n+1√x1x2 . . . xn .

(Ì. Ìóðàøêèí)
Ðåøåíèå.Ïåðâîå ðåøåíèå. Âîçâåäÿ â êâàäðàò, ïåðåïèøåì
íåðàâåíñòâî â âèäå

S =
x1x2 . . . xn

(1 + x1)2 . . . (1 + x1 + x2 + . . . + xn)2
6

(
1

n + 1

)n+1

.

Îáîçíà÷èì
y1 =

x1

1 + x1
, y2 =

x2

(1 + x1)(1 + x1 + x2)
,

y3 =
x3

(1 + x1 + x2)(1 + x1 + x2 + x3)
,

...
yn =

xn

(1 + x1 + x2 + . . . + xn−1)(1 + x1 + x2 + . . . + xn)
,

yn+1 =
1

1 + x1 + x2 + . . . + xn
.

Òîãäà ìû èìååì y1y2 . . . yn+1 = S è

y1+y2+. . .+yn+1 = y1+y2+. . .+
(

yn +
1

1 + x1 + x2 + . . . + xn

)
=

= y1 + y2 + . . . +
(

yn−1 +
1

1 + x1 + x2 + . . . + xn−1

)
=

= . . . =
x1

1 + x1
+

1
1 + x1

= 1.

Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ ïîëó÷àåì

S = y1y2 . . . yn+1 6
(

y1 + y2 + . . . + yn+1

n + 1

)n+1

=
(

1
n + 1

)n+1

,

÷òî è òðåáóåòñÿ.
Âòîðîå ðåøåíèå. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî n. Ïðè n =

= 1 íåðàâåíñòâî èìååò âèä 1+x1 >
√

4x1 ⇐⇒ (1−√x1)2 >
> 0.

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ n ïåðåìåííûõ,
äîêàæåì åãî äëÿ n + 1 ïåðåìåííûõ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èí-
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äóêöèè äëÿ n ÷èñåë x2
1 + x1

, x3
1 + x1

, . . . xn+1
1 + x1

âåðíî íåðàâåí-
ñòâî(
1 +

x2

1 + x1

)
. . .

(
1 +

x2

1 + x1
+

x3

1 + x1
+ . . . +

xn+1

1 + x1

)
>

>
√

(n + 1)n+1

√
x2x3 . . . xn+1

(1 + x1)n
.

Äîìíîæèâ íà (1 + x1)n+1, ïîëó÷àåì
(1 + x1)(1 + x1 + x2) . . . (1 + x1 + x2 + . . . + xn+1) >

>
√

(n + 1)n+1
√

(1 + x1)n+2x2x3 . . . xn+1 .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðåõîäà èíäóêöèè îñòàåòñÿ ïîêà-
çàòü, ÷òî (n + 1)n+1(1 + x)n+2 > (n + 2)n+2x äëÿ ëþáîãî
ïîëîæèòåëüíîãî x = x1. Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ

1 + x =
1

n + 1
+ . . . +

1
n + 1︸ ︷︷ ︸

n + 1 ñëàãàåìîå

+x ≥ (n + 2) n+2

√
x

(n + 1)n+1
.

Âîçâîäÿ â (n + 2)-þ ñòåïåíü, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Êîìïëåêòàöèÿ çàäà÷ ïîëíàÿ!
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